Aproksymacja Sredniokwadratowa funkcji ciaglej
za pomocg wielomianow.

Czesto w praktyce programistycznej zachodzi potrzeba przyblizenia jakiej$ ciagtej funkcji w zadanym
przedziale inna funkcja, tatwiejsza do obliczenia przez komputer. Jedna z najtatwiejszych dla kompu-
tera funkcji jest wielomian, dlatego, ze wymaga wykonywania jedynie operacji dodawania i mnozenia.
Wielomian mozemy sobie zdefiniowa¢ w sposob nastgpujacy:

N
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gdzie N to stopien wielomianu. Najbardziej znanymi wielomianami sa dwumian (ktérego wykresem
jest linia prosta) w postaci y=ax+ay, oraz trojmian kwadratowy (ktorego wykresem jest parabola) w
postaci y=axx’+a;x+a,. W praktyce obliczeniowej przydaja sie takze wielomiany wyzszych rzedow.

Zagadnieniem najwazniejszym przy zastgpowaniu jakiej§ funkcji przyblizeniem wielomianowym jest
okreslenie wspotczynnikow tego wielomianu a; w taki sposob, aby popetniany btad byt jak najmniejszy
w zadanym przedziale. O tym jest wtasnie ten tekst.

Zacznijmy od tego w jaki sposéb bedziemy ocenia¢ to, jak dobrze jaki§ wielomian (czy og6lnie jakas
funkcja przyblizajaca) przybliza nasza oryginalna funkcj¢ f(x). Uzywanych jest kilka kryteridw, z
ktorych najczestsze sa trzy:

1. Maksymalna odchytka powinna by¢ jak najmniejsza. Z pozoru niezte kryterium, problem tylko w
tym, ze za ceng zmniejszenia odchytki maksymalnej; mozemy dosta¢ funkcje, ktéra np. w
zadnym miejscu nie pokrywa si¢ z oryginatem.

2. Suma (a Scislej catka) wartosci bezwzglednej odchylek w zadanym przedziale powinna by¢ jak
najmniejsza. To juz lepiej, ale to kryterium (aproksymacja z jego uzyciem jest nazywana
aproksymacjq jednostajng) przyklada zbyt duza wage do duzych odchytek, nie zapewniajac
mozliwie najlepszej jakosci przyblizenia tam, gdzie odchytka jest mniejsza. Dodatkowo funkcja
warto$ci bezwzglednej ma nieciagla pochodna co stwarza problem przy obliczeniach.

3. Suma (catka) kwadratow odchytek w zadanym przedziale powinna by¢ jak najmniejsza. To jest
tak zwana aproksymacja Sredniokwadratowa. Ta daje dobre jako$ciowo przyblizenia no i nie
ma probleméw z nieciaglo$cia pochodnej funkcji kwadratowej. Ta wlasnie aproksymacije
zastosujemy.

Zanim si¢ zabierzemy do pracy, nalezatoby formalnie zapisa¢ nasze $redniokwadratowe kryterrum.
Oznaczmy funkcje oryginalng jako f{x), przyblizajacy wielomian bedzie oznaczony jako W(x).
Przedzial w ktorym przyblizamy bedzie si¢ rozciagat od # do v. W tym momencie mozemy napisac
funkcje bledu E:

E=[(f(x)=W(x))dx (2)

S

Od czego zalezy (albo $cislej funkcja jakich zmiennych jest) E? Wbrew pozorom E nie jest bynajmniej
funkcja x, zmienna ta po prostu pod catka przebiega od u do v. Blad $redniokwadratowy E zalezy
oczywiscie od postaci funkcji W, a poniewaz W jest wielomianem, to btad zalezy od wspolczynnikow
wielomianu. Wstawiajac (1) do (2) 1 zapisujac jawnie zmienne funkcji £ otrzymamy:
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Teraz czeka nas znalezienie minimum tej funkcji. Minimum btedu to najdokladniejsza aproksymacja.
Minimum funkcji od razu kojarzy si¢ nam z zerowaniem si¢ w tym miejscu jej pochodnej. A co jezeli
znajdziemy maksimum? Ano nie znajdziemy, matematycznie $cisle wyjdzie to nam troch¢ pozniej, na
razie odrobinka geometrycznej intuicji. Nasza oryginalna funkcja w przedziale (u, v) to jaki$ kawatek
krzywej, wielomian W w tym samym przedziale to tez kawalek krzywej. Jezeli teraz bysmy chcieli
zrobi¢ anty-aproksymacj¢ (uzyska¢ maksymalny mozliwy btad) to nic nas nie powstrzyma przed
zwigkszaniem tego btedu w nieskonczonosé. Na ,,chlopski rozum” wigc, maksimum nie znajdziemy. A
czy musimy znalez¢ w ogoéle jakie§ ekstremum (czyli minimum, bo maksimum wtasnie wyelimino-
wali$my)? Trzymajac si¢ naszej geometrycznej intuicji — jezeli bedziemy wygina¢ nasz wielomian,
zmieniajac mu wspotczynniki to jakas ich kombinacja musi da¢ najmniejszy mozliwy blad. I to bedzie
wlasnie nasze poszukiwane minimum. Jezeli kto§ nie wierzy w geometryczne intuicje to §piesz¢ go
zawiadomi¢, ze panowie Weierstrass i Stone udowodnili, ze kazda funkcj¢ ciagla w pewnym prze-
dziale da si¢ przyblizy¢ w tym przedziale wielomianem (odpowiedniego stopnia rzecz jasna) z dowolna
doktadno$cia. Jest to twierdzenie nazwane (co za niespodzianka...) twierdzeniem Weierstrassa-
Stone'a.

Jak szukamy minimum? Patrzymy gdzie si¢ zeruje pochodna funkcji. W przypadku funkcji wielu
zmiennych (a taka jest £) poszukiwane minimum bgdzie si¢ znajdowato w miejscu gdzie wyzerujq si¢
wszystkie pochodne czastkowe. Musimy wigc znalez¢é wszystkie pochodne czastkowe funkcji E.
Wyglada groznie? Nic podobnego. Najpierw sobie podniesiemy do kwadratu to nasze wyrazenie
podcalkowe. Zeby bylo lepiej widaé pewne rzeczy, rozpisze to mnozenie w postaci tabelki.

F(x) —a, —ax —a2x2 —a3x3...
F(x) F?(x) —a,F(x) —a, xF(x) —azsz(x) —a3x3F(x)
—a, —ay F(x) aé a,a,x a0a2x2 a0a3x3
—a,x —a, xF(x) a,a,x afx2 ala2x3 a1a3x4
—a2x2 —a2x2F(x) a0a2x2 a1a2x3 a§x4 a2a3x5
—a3x3... —a3x3F(x) aoa3x3 a1a3x4 a2a3x5 a§x6

Dostajemy cata mas¢ wyrazoéw, oczywiscie wszystko to pod catka. Jak wiadomo z teorii catkowania
catke sumy jakich$ wyrazeh mozemy zapisac jako sumg catek. I to wszystko potem catkowac i liczy¢ N
pochodnych czastkowych? Na szczgscie nie wszystko. W momencie, kiedy liczymy pochodna dE/da;
wszystkie wyrazy nie zawierajace a; nam si¢ wyzeruja, wiec mozemy je pomina¢. Przyktadowo w
tabelce zaznaczylem wszystkie wyrazy potrzebne do policzenia pochodnej czastkowej SE/da..
Spréobujmy je zapisa¢ w jakim$§ zwartym wyrazeniu, zwracajac uwage na to, ze tabela jest symetryczna
wzgledem gltownej przekatne;j.
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Wyrzuémy teraz co si¢ da przed catki, a wyrazy od drugiego do konca zapiszmy korzystajac ze znaku
sumy:

6E 6 v v v v
54 da 2a2fx F( )dx+2a0a2fx2 dx+2a1a2fx3 dx+a§fx4 dx+2a2a3_[x5 dx+...
a, a, u u u u
(5)
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2a2fx F( )dx+2azz fx dx+a2fx dx+2a22 fx dx| (6)
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Tutaj proszg zwrdci¢ uwagg na specjalne traktowanie elementu tabeli, dla ktorego j = 2. Wszystkie inne
elementy wystgpuja w tablicy dwa razy, ale ten tylko raz, dlatego nie mogt zosta¢ wceiagnigty pod znak
sumy, a i pochodna z niego bedzie liczona inaczej (bo a, wystgpuje tu w kwadracie, a nie tak jak wszg-
dzie w pierwszej potedze). Analogicznie mogliby$Smy dla kazdej pochodnej czastkowej po a; napisaé:
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Zwroémy teraz uwage na fakt, ze do policzenia pochodnej nie musimy wecale liczy¢ tych catek (a
przynajmniej nie od razu), z punktu widzenia zmiennej a; sa one bowiem statymi. No to bierzemy si¢ za
rézniczkowanie:

6E——ZI x'F(x) dx+2 z fx’ﬂ dx+2a, f X dx+2 Z fx’“ dx (8)

561 j=i+l u

Teraz okazuje si¢, ze mozna juz zakonczy¢ odrebne traktowanie przypadku i = ;. Brak dwojki, wynika-
jacy z tego, ze ten wyraz wystepuje tylko raz, zostat nadrobiony przy liczeniu pochodnej (a; wystgpo-
wata w kwadracie). Mozemy wigc teraz trzy ostatnie wyrazy wciagnac pod jedna sumg:

OF

N v
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Jezeli teraz przyrownamy t¢ pochodna czastkowa do zera, to dostaniemy zwykle réwnanie liniowe o N
niewiadomych ay ... ay. Wbrew pozorom calki beda to zwykte state, czyli wspdtczynniki rownania. Tak
czy inaczej trzeba je jednak policzy¢. Catki pod suma sa trywialne do policzenia. Najpierw korzystamy
zZ:

n+1

n g X
fx dx_n+1

(10)

Nastgpnie z wlasciwosci catki oznaczonej:

jezeli [ f(x) dx=g(x toff dx=g(b)—g(a) (11)



Latwo$¢ policzenia pierwszej catki natomiast zalezy od postaci F(x). Jezeli jest tatwo to mozna
policzy¢ analitycznie calkg nieoznaczona i tak, jak poprzednio, skorzysta¢ z (11). Jezeli natomiast catka
jest ,,wredna” to mozna spokojnie policzy¢ jej warto$¢ jedna z metod numerycznych, oczywiscie
pamigtajac o wymaganej precyzji. Po zaaplikowaniu (10) i (11) do (9) otrzymamy (pierwsza catkg
zostawitem nie ruszona):

SE LA N pititl_ i+l
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Po przyrownaniu do zera otrzymujemy rownanie liniowe z N niewiadomymi, pierwsza catka (ta z F(x))
jest wyrazem wolnym. Mozemy napisa¢ N takich rownan (po jednym dla kazdej pochodnej
czastkowej), w rezultacie dostaniemy liniowy uklad N réwnan z N niewiadomymi. Rozwigzanie
takiego uktadu dowolna metoda to juz banat. Macierzowo taki uktad mozemy zapisa¢ nastgpujaco:

M-A=F

gdzie:
— A jest wektorem niewiadomych, A=[ay ... ay].
— M jest macierza wspotczynnikéw o rozmiarze N xN. Elementy tej macierzy dane sa wzorem:
il
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— F jest wektorem wyrazéw wolnych. Elementy tego wektora sa dane wzorem:

v
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Otrzymany uktad réwnan rozwiazujemy dowolna metoda w wyniku otrzymujac wspdtczynniki
wielomianu.

Przyklad

Obrazy w formatach PGM i PPM (Portable GrayMap i Portable PixMap) uzywaja funkcji korekcji
gamma przy zapisie wartosci pikseli w celu osiagnigcia wigkszego zakresu dynamicznego kolorow.
Przy dekodowaniu obrazéw w tych formatach nalezy kazdy piksel (a w przypadku PPM kazda z trzech
sktadowych koloru piksela) podda¢ korekeji odwrotnej. Funkcja korekcji odwrotnej zdefiniowana jest
nastepujaco:

0.230809661858 x, x(0, 0.0779863366857 )

x+0.099 \**

Naszym zadaniem jest aproksymacja drugiego, potggowego odcinka tej funkcji z doktadnoscia
adekwatna dla obrazkow 8-bitowych. Dopuszczalny btad to poét przedzialu kwantowania koloru. Dla
zakresu 0 — 255 bedzie to 1/510 = 1.96078431373-10~. Wstepnie zaczniemy od trojmianu kwadrato-
wego. Macierz M bedzie wyglada¢ nastepujaco:



> 2 3 3 4 4| (0922013663314 0.496959065645 0.333175232446
m= =10.496959065645 0.333175232446 0.249990752718
0.333175232446 0.249990752718 0.199999423071

f F(x) dx
u 0.34244195
F= =[0.25353567
{ “E ) el 0168857
fsz(x) dx

Rozwiazujac ten uktad rownan otrzymamy:

,=0.01628181
a,=0.00593321
a,=0.97390593

Tak wigc ostatecznie aproksymujacy tréjmian ma postac:
y =0,97390953x* + 0,00593321x + 0,01628181

Niestety okazuje sig, ze najwigksza odchytka jaka daje aproksymacja troyjmianem, jest wigksza od
dopuszczalnej. Wykres funkcji bledu bedacej roznica funkcji oryginatu f(x) i aproksymujacego
wielomianu W(x) znajduje si¢ na nastepnej stronie. Najwieksza odchytka wynosi 4,7-107 (na poczatku
przedziatu) i jest to zdecydowanie za duzo wobec dopuszczalnej 1,96-107. Nalezy wiec wzia¢ wielo-
mian wyzszego rzedu, a wigc trzeciego. W opisany juz sposob konstruujemy liniowy uktad czterech
rOwnan z czterema niewiadomymi, ktorego posta¢ tutaj poming. Rozwiazujac uktad otrzymamy
wielomian trzeciego rzgdu:

y=0,10738344 x*+0,80027025 x*+0,08582785 x +0,00684798

Jego funkcje btedu rowniez znajdziemy na rysunku na nastgpnej stronie, dla tego wielomianu maksy-
malna odchytka wynosi 4,7-10, a wigc spelnia zalozenia zadania. Warto zauwazy¢, ze aproksymacja
wielomianem N-tego stopnia ma doktadnie N miejsc, w ktorych funkcja aproksymujaca pokrywa sig z
oryginalem, miejsca te sa rozmieszczone symetrycznie wzgledem Srodka przyblizanego przedziatu.
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